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I. ĐẶT VẤN ĐỀ
Toán học giữ vai trò nền tảng trong vật lý, là 

công cụ giúp mô tả, phân tích và dự đoán các hiện 
tượng tự nhiên. Ứng dụng của toán học nói chung, 
đạo hàm và tích phân nói riêng rất rộng rãi trong 
nhiều lĩnh vực khác nhau của khoa học, công nghệ 
trong đó có vật lý. Ý nghĩa của phép đạo hàm, tích 
phân trong vật lý cho thấy những ứng dụng của 
toán học trong thực tiễn.

Phương pháp đánh giá kết quả học tập dựa trên 
chuẩn đầu ra tập trung vào việc đánh giá năng lực 
của người học trên cả ba mặt kiến thức, kỹ năng 
và thái độ nghĩa là chuyển trọng tâm từ việc đánh 
giá sinh viên (SV) học được cái gì sang đánh giá 
SV vận dụng được gì qua việc học. Do đó, việc 
vận dụng đạo hàm, tích phân để giải các bài tập 
vật lý giúp SV nâng cao khả năng vận dụng kiến 
thức toán học vào thực tiễn.

Cách thức và lý do tại sao các vật thể chuyển 
động là các vấn đề nghiên cứu của vật lý cơ học. 
Đạo hàm và tích phân là hai công cụ chính được 

sử dụng trong cơ học để mô tả và phân tích chuyển 
động, lực, và năng lượng. Trong bài báo, chúng 
tôi sử dụng các phép toán đạo hàm và tích phân 
để giải các bài tập vật lý cơ học. Thực hành với 
nhiều bài toán khác nhau để cải thiện kỹ năng áp 
dụng các công cụ toán học này vào các tình huống 
vật lý cơ học. Việc hiểu và áp dụng thành thạo đạo 
hàm, tích phân cho việc nghiên cứu và giải quyết 
các vấn đề vật lý cơ học giúp làm sáng tỏ giá trị 
của toán học nói chung và của đạo hàm, tích phân 
nói riêng trong thực tiễn. 

II. NỘI DUNG NGHIÊN CỨU
2.1. Ứng dụng của đạo hàm trong cơ học
Đạo hàm là một công cụ toán học dùng để đo 

tốc độ biến đổi của hàm số theo biến số. Tốc độ 
thay đổi được biểu diễn dưới dạng:

                 
( )dy

dx
f x y′ ′= =

Như vậy, để biểu diễn lượng thay đổi của hàm 
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số  ( )y f x=  khi biến x tăng hoặc giảm đi 

một đơn vị ta dùng đạo hàm ( )f x′   . Trong vật 
lý, điều này thường liên quan đến tốc độ thay đổi 
theo thời gian hoặc không gian của các đại lượng 
vật lý. 

Đạo hàm theo thời gian biểu thị tốc độ thay đổi 
của một đại lượng nào đó theo thời gian. Trong cơ 
học, quãng đường đi của vật, vận tốc tức thời (gọi 
tắt là vận tốc) và gia tốc được biểu thị dưới dạng 
hàm số của thời gian, giữa chúng có mối liên hệ 
thông qua đạo hàm. 

Phương, chiều và sự chuyển động nhanh hay 
chậm của vật được đặc trưng bởi vector vận tốc. 
Độ lớn của vận tốc hay tốc độ tại thời điểm t 
được định nghĩa là đạo hàm của quãng đường đối 

với thời gian: ( ) dsv s
dt

t ′= =

 
 . Trong hệ tọa độ 

Descartes, độ lớn của vector vận tốc có dạng:  

2 2 2v v vx y zv v= = + +


Vớiv ;  v ;  vx y z
dx dy dzx y z
dt dt dt

′ ′ ′= = = = = =  

 là các thành phần của vector vận tốc trên các 
trục Ox, Oy, Oz. 

Vector vận tốc của chuyển động luôn biến đổi 
theo thời gian. Để đo sự biến đổi này ở một thời 
điểm t xác định, cơ học sử dụng đại lượng gia tốc  

dva v
dt

′= =


 

 
. Trong các chuyển động cong, vận 

tốc không chỉ biến đổi về độ lớn mà còn thay đổi 
về cả phương, chiều. Khi đó, vector gia tốc được 
phân tích làm hai thành phần vuông góc nhau, gọi 
là gia tốc tiếp tuyến và gia tốc pháp tuyến. Gia 

tốc tiếp tuyến  a vt ′=  biểu thị tốc độ biến đổi 
theo thời gian về độ lớn của vận tốc. Gia tốc pháp 

tuyến 

2van R
=

 cho biết phương của chuyển động 
thay đổi như thế nào theo thời gian. 

Bài tập 1: Cho vật chuyển động trên quỹ đạo 
thẳng với phương trình: 

  2 3x 10 6 4 (m, s).t t= − − +
a) Xác định độ lớn của vận tốc và gia tốc lúc 

t = 3s

b) Nêu tính chất của chuyển động trong 2 giây 
đầu tiên, kể từ lúc  . 

Giải
a) Chất điểm chuyển động trên trục Ox, do đó 

các vector  v,  a
 

 luôn cùng phương với trục Ox. 
Giá trị của các vector này được tính như sau:  

'  ;  x x xv v x a a v ′= = = =
 Cụ thể, từ phương trình x trên, suy ra:  

2 2v 12 12 12.3 12.3 72m/sx t t′= = − + = − + =
Gia tốc:  12 24a v t′= = − + , với t = 3s, suy ra  

2a 60m/s=
b) Tính chất của chuyển động liên quan đến 

dấu của hai đại lượng vận tốc và gia tốc. Nếu a 
và v cùng dấu ta có chuyển động nhanh dần, trái 
dấu là chậm dần. Vì vector vận tốc đặc trưng cho 
sự nhanh chậm và phương chiều của chuyển động 
nên v > 0 ta có vật chuyển động theo chiều dương, 
v < 0 vật chuyển động theo chiều âm. Như vậy, để 
xác định tính chất của chuyển động, ta phải xét 
dấu của vận tốc và gia tốc. 

Xét phương trình   
2v 0 12 12 0 0;  1t t t t= ⇔ − + = ⇒ = =

và phương trình 

  0a =  
112 24 0
2

t t⇔ − + = ⇒ =

Lập bảng xét dấu: 
Bảng 2.1: Bảng xét dấu vận tốc và gia tốc

Kết luận: Trong khoảng thời gian từ 0 đến 2 
giây, tính chất của chuyển động như sau:

Từ 0 đến 
1
2

 s vật đi theo chiều âm với vận tốc 
nhanh dần.

Từ  
1
2  đến 1s vật giữ nguyên chiều chuyển 

động tức vẫn đi theo chiều âm nhưng vận tốc 
giảm dần.
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Từ 1 đến 2s vật tăng tốc và đổi chiều đi theo 
chiều dương.

Bài tập 2: Trong hệ tọa độ Descartes, Vector 
bán kính của một chất điểm biến thiên theo quy 

luật:  22 . 2 . ,r t i t j= −
 

 với  i


 và j


  là các vector 
đơn vị.

a) Xác định quỹ đạo của chất điểm.
b) Tính độ lớn của vận tốc và gia tốc theo thời gian.
c) Tính độ lớn của gia tốc tiếp tuyến lúc t = 2s.
Giải
a) Từ vector bán kính ta suy ra:   

                    
( )2

2
        1

2
x t
y t
=


= −

Quỹ đạo là tập hợp tất cả các vị trí của chất 
điểm. Để biểu diễn quỹ đạo, ta cần xác định đồ thị 
của hàm số y theo biến x. Từ phương trình (1), suy 

ra  2
xt = , thế t vào phương trình y ta được 

2

2
xy = −  . Hàm số  

2

2
xy = −

 mô tả dạng quỹ 
đạo của của chuyển động, đó là một đường 
parabol. 

b) Ta có  
v 2 0
v 4 4

x x x

y y y

x a v
y t a v
′ ′= = = =  ⇒ ′ ′= = − = = −  

Biểu thức độ lớn của vận tốc và gia tốc theo 
thời gian trong hệ tọa độ Descartes là: 

 2 2 2v v v 4 16tx y= + = + , 2 2 2a a a 4m/sx y= + =  

c) Gia tốc tiếp tuyến ( )2
t 2

16a v 4 16t
4 16t

t′
′= = + =

+
 

 Lúc t = 2s, suy ra 
216 17 3,88m/s

17ta = ≈  . 

Gia tốc tiếp tuyến  a 0t >  chứng tỏ lúc t = 2s chất 
điểm đang chuyển động nhanh dần. 

Như vậy, chuyển động của các vật thể có thể 
được mô tả thông qua phép đạo hàm. Đạo hàm 
cung cấp thông tin về vận tốc và gia tốc. Việc yêu 
cầu SV thực hành nhiều lần các bài toán tính gia 
tốc, vận tốc giúp SV hình thành kiến thức về đạo 
hàm một cách vững chắc đồng thời biết vận dụng 

lý thuyết vào giải quyết các vấn đề thực tiễn.
Theo định luật thứ hai của Newton, lực bằng 

khối lượng nhân với gia tốc, trong đó gia tốc là 
đạo hàm bậc hai của vị trí theo thời gian. Điều 
này cho thấy mối quan hệ chặt chẽ giữa đạo hàm 
và lực trong việc mô tả chuyển động của vật thể 
trong không gian và thời gian.

Mối quan hệ giữa lực, khối lượng và gia tốc 
được thể hiện qua định luật II Newton. Lực bằng 
khối lượng nhân với gia tốc .F m a=

   , trong đó 
gia tốc là đạo hàm bậc hai của vị trí hay đạo hàm 
bậc nhất của vận tốc theo thời gian. Như vậy,   

2

2. d rF m
dt

=


 
hay . dvF m

dt
=


 . Nếu biết phương trình vị 

trí của vật bằng cách sử dụng đạo hàm, chúng ta 
suy ra gia tốc, từ đó tính được lực tác dụng lên vật. 
Điều này cho thấy lực là nguyên nhân gây ra sự 
biến thiên vận tốc của vật và đạo hàm giúp chúng 
ta xác định được giá trị của lực một cách dễ dàng.

Bài tập 3: Vật chuyển động trên trục Ox với 

vận tốc  ( )2v(t) 5 3 2 m/s .t t= − +  Biết rằng khối 
lượng của vật là m = 2kg  . Thời điểm t = 3  giây, 
lực F tác dụng lên vật có độ lớn bằng bao nhiêu? 

Giải

Tính gia tốc:  ( )2' 10 3 /a v t m s= = −
Thay t = 3 giây vào phương trình gia tốc  a = 

10t - 3 suy ra  227 /a m s=
Lực:  . 2.27 54F m a N= = =
2.2. Ứng dụng của tích phân 
Tích phân là phép toán ngược lại với phép tính 

vi phân: ( )df dx f x C
dx

= +∫
 Trong vật lý luôn tồn tại các hàm biến thiên 

liên tục. Việc suy ra các đại lượng vật lý từ các 
hàm này đòi hỏi phải có công cụ toán học trợ 
giúp đó là tích phân. Như vậy, tích phân cho phép 
chúng ta tính toán và mô tả nhiều hiện tượng vật 
lý phức tạp. Trong cơ học, tích phân được sử dụng 
để phân tích chuyển động, ta dễ dàng tính được 
vận tốc và gia tốc từ hàm vị trí, xác định quãng 
đường di chuyển từ hàm vận tốc.

Bài toán tính quãng đường từ vận tốc xuất phát 
từ mối quan hệ giữa vận tốc, thời gian và quãng 

đường di chuyển: 
2

1

v
t

t

s dt= ∫  . Thực tế cho thấy 
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vận tốc di chuyển của một vật luôn biến đổi 
theo thời gian do giao thông, điều kiện đường 
sá, hoặc do môi trường thay đổi. Bằng cách sử 
dụng tích phân chúng ta có thể xác định chính 
xác quãng đường vật di chuyển trong các trường 
hợp phức tạp. 

Bài tập 4: Một xe đang chạy với vận tốc v0 . 
Khi gặp chướng ngại vật, tài xế hãm phanh. Kể từ 

đó vận tốc xe thay đổi theo quy luật 2
0v v kt= −  

, trong đó k là hằng số, t là thời gian. Xác định 
quãng đường đi của xe từ lúc hãm phanh đến lúc 
dừng hẳn.

Giải
Gọi thời điểm xe bắt đầu hãm phanh là t = 0 . 

Khi xe dừng, vận tốc bằng không 

2 0
0

vv kt 0
k

t− = ⇒ =

 Quãng đường xe di chuyển tính từ lúc  t = 0 

đến lúc  0v
k

t =  được tính bằng tích phân:

0
0

2

1

v v
k k2 3 0 0 0

0 0 0 0 0
00

v v v1 1 2v v kt dt v .t kt v . .v .v
3 k 3 k 3 k

t

t

s dt= = − = − = − =∫ ∫

 Trong cơ học vị trí và tính chất chuyển động 
của một vật được được trưng bởi các đại lượng: 
Vector bán kính r  , vector vận tốc  v  và gia tốc 
a . Nếu biết quy luật biến đổi theo thời gian của 
một trong ba vector trên, ta sẽ tìm được các vec-
tor còn lại thông qua các phép đạo hàm và tích 
phân. Cụ thể, khảo sát một chuyển động thẳng 

trên trục Ox, khi đó vận tốc ( ) ( )v xt t′=  và gia 

tốc  ( ) ( ) ( )a v xt t t′ ′′= = . 

Ngược lại:  ( )v adtt = ∫
 
và  ( )x t vdt= ∫ . 

Bài tập 5: Một vật được thả rơi tự do trong 
không khí với gia tốc biến đổi theo quy luật

a = g - kv. Trong đó, g là gia tốc trọng trường 
của Trái Đất, k là hằng số. Xác định hàm vận tốc 
và hàm vị trí của vật theo biến thời gian t. 

Giải
Vật chuyển động theo quỹ đạo thẳng đứng, 

hình chiếu của vector vận tốc và gia tốc trên quỹ 
đạo này có các giá trị đại số là v, a.  

Ta có:  dva g kv g kv dt
g kv

dv
dt

= − ⇔ = − ⇒ =
−

Phương trình vận tốc được xác định thông qua tích 

phân: 
dv dt

g kv
=

−∫ ∫
 

( )1 ln g kv t
k

C⇒ − − = +

 Suy ra  
kt kCg e .ev

k k

−

= −

Giả sử ban đầu vật đang đứng yên v = 0 , khi 

đó  
kC kCg e e g0

k k k k
= − ⇒ = .  Vậy hàm vận tốc 

thu được là:  ( )ktgv 1 e
k

−= − .

Từ hàm vận tốc, ta xác định hàm vị trí thông 
qua tích phân: 

( ) ( ) 2x t vdt 1 kt ktg g ge dt t e C
k k k

− −= = − = + +∫ ∫
Coi lúc t = 0, vật đang ở gốc tọa độ, suy ra:  

2 20 g gC C
k k

= + ⇒ = −
 

Vậy vị trí của vật theo thời gian được xác định 
bởi phương trình: 

( ) ( )2 2 2x t 1kt ktg g g g gt e t e
k k k k k

− −= + − = + −

Vật có thể truyền năng lượng khi bị tác dụng 
lực. Đại lượng dùng để đo mức năng lượng trao 
đổi này gọi là công. Trong nhiều bài toán phức 
tạp, khi lực F


  là một đại lượng biến đổi theo thời 

gian hoặc theo vị trí thì tích phân được sử dụng để 

tính công trong các trường hợp này.  

2

12
1

A F.ds= ∫
 

 
. Nhờ tích phân, chúng ta dễ dàng tính được công 
của lực  F


 tức là xác định được phần năng lượng 

trao đổi giữa các vật.
Bài toán 6: Tính công thực hiện bởi lực   

(2 ;  3 ;  0)F x y=


 tác dụng vào một chất điểm 
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làm nó di chuyển từ điểm M (0; 3; 0) đến N (3; 
0; 0).

Giải
Công của lực  F


 từ M đến N là:  

N N N

M M M

x y zN

MN x y z
M x y z

A Fds F dx F dy F dz= = + +∫ ∫ ∫ ∫
 

3 0

0 3

2 3 4,5xdx ydy J= + = −∫ ∫

III. KẾT LUẬN
Các tri thức về cơ học là những tri thức có liên 

hệ trực tiếp với thực tiễn. Sử dụng các bài tập vật 
lý cơ học để củng cố kiến thức về đạo hàm, tích 
phân giúp SV hình thành kiến thức một cách vững 
chắc đồng thời biết vận dụng kiến thức để giải 
quyết các bài toán liên quan đến chuyên ngành và 
thực tế nghề nghiệp. Toán học cung cấp các công 
cụ và phương pháp để giải quyết các bài toán vật lý, 
từ đơn giản đến phức tạp. Khi SV thấy sự ứng dụng 
của toán trong vật lý, họ sẽ hiểu rõ hơn về tầm quan 
trọng của toán học trong cuộc sống thực tế. 
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